























1.は じ め に
むだ時間を含む系は工学系のみならず,経済系や生体系など広い範囲にみられるシステムで
ある。むだ時間が生 じる原因 としては,計 測における遅れ,物 理的性質によ'る遅れ,信号伝達




だ時間を含む系の中の中立型むだ時間系を対象 とする。通常むだ時間系 といえば,化学 プラン
トや製鉄の圧延プラントのように,遅 れ型むだ時間系をさす ことが多い。 しかしながら,繰 り.





















② 原点か ら遠い部分は,特性関数の係数から近似曲線を求める。そこか ら初期値を定め,
収束計算で極を求める。 ・




なる。②ステ ップでは① ステップで求めた2変数多項式の係数から,原点か ら遠 く離れた部分
での近似解を文献1)の 方法か ら求めて初期値にする。極の近似解 は2種類の鎖状になること
が知 られている。ひとつは遅れ型チェーンと呼ばれ,実数部が対数関数状に無限遠点へ向い,
もうひとっは中立型チェー ンと呼ばれ虚軸 と平行な直線へ と漸近 しながら無限遠点に向か う。





を示 し,3章 でファデーフの方法を二度用いることで,特 性関数の係数を定める。4章 では特
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ここでxはn次 元 のベ ク トルで あ り,A。,A1,A-,はそれ ぞれn×n次 元 の定数 行列 であ る。
むだ時間hは 正 の定数 であ り,(1)においてはむだ時間を1つ と しているが,あ る一つのむだ
時間 の整数倍 のむだ時間を複数持つ システムに拡張 す ることは容易で ある。(1)の特性 関数は
(1)をラプ ラス変 換す ることで(2)の よ うになる。
det[sln-Ao－ ノ1,μ －sA_1μ]=0 μ=e-sh (2)
ここで ∂庇[・]は 行列式を表 し,∫、はπ次元単位行列を意味す る。
(2)で表される特性関数 は指数関数タイプの整関数であり,ラ プラス演算子sと複素指数関






















多項式を もつ2変 数多項式 になっている。すなわち,(5)は









3.フ ァデ ーフのアルゴ リズム










Fo十F,μ 十 … 十Fnμn
1+β1μ+…+β 冗μn
こ こ でadj(・)は 余 因 子 行 列 で あ り,F,,i=0,・ ・nはn次 元 の 定 数 行 列,β`,i=1,
・ ・nは δ(μ)の μ に 関 す る 多 項 式 の 係 数 で あ る。F 、,β 、は 以 下 の フ ァ デ ー フ の 方 法 で 求






ステ ップ2:det[sln-K(μ)]をsに関す る フ ァデ ー フの方 法 に よ り求 め る。 こ こで θ、
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θ.(μ)一 一 ⊥tr[K(μ)P。 一、(μ)]

















Φ 一1.h=Σ(M,φ 一2.t)十 φi_1,h・1n
l=0







むだ時間系の極の特性は,鎖 状に無限個の極が並ぶことであり,それらは遅 れ型チェー ン,
中立型チェーンと呼ばれる。チェーンは原点か ら遠い領域で形成 される。特性関数はsと複素
指数関数 μの変数多項式である。特性関数のsの最高次数 とμの最高次数の関係により,二 種





ここでfR(s)は遅れ型 の特性関数 を表 し,ω は複素 定数 であ る。fR(8)=0を 満足 す る解 は
無限個存 在す る。 一方,sの 最高次数 とμの最高次数 が等 しい場合 は中立 型 チ ェー ジが生 じ,
(9)が基 本の関数 とな る。
fN(8)=1一ωμ(9)






ここでRe(s),Im(s)はそれぞれ実数部 と虚数部 を表 す。 遅 れ型 チ ェー ンは複 素数 平面 にお




中立型 チ ェー ンは実数 部が虚軸 に平行 な直線 に漸近 す ることにな る。
文献1)に お いてsと μの2変 数特性 多項式 は原点 か ら遠い部分 は(8)(9)の 形 を した整
関数 の積 に近 似で きることが示 されてい る。 この近似 解を初期値 と してニ ュー トン法な どの収
束計算 を行 えば,チ ェー ン部分 の極(原 点 か ら離 れた部分)は 速 く計算 で きる ことにな る。
っ ぎにその係数か ら(5),(6)の形 にす ることを考 え る。縦 軸 にsの 次数(0,1,2,…
n),横軸 に μ の次数(0,1,2,…n)を 取 り,sと μの係数 を行列表記 す る。2変 数 多
項式 を扱 うのですべての係数 は行列 の中に収ま る。零 の項 は空欄 と し,非 零 の各要素 を点 と考









8軸,μ 軸を除 いた多 角形 の一 つ一 つの辺が中立型,遅 れ型 の極 のチ ェー ンを表 してお り,傾
きがゼ ロ(水 平)で あるな らば中立型,傾 きが負 な らば遅 れ型 のチ ェー ンにな る(1)。垂直 の場
合 はsだ けの多項式 になるためチ ェー ンを作 らない。係数行列 の各要素 を結び凸多角を作 るこ
とは,原 点か ら遠 い部分 での近似 的な因数分解 を している ことにな る。
傾 きの少 な い辺を順 に0,1,2,・ ・と番号付す る。各辺上 にの ってい る係数 多項 式の係
数 と考 え,そ の根を ω、,hi=0,1,2,・ ・と表 す。
Fig.1の例で は中立型 と遅 れ型 のチ ェー ンがそれぞれ1対 づっ生 じる。 ω。,1は係数が(1,
-0.5)の多項 式の根で あるか らω。,1=0.5,ω1,1は係数が(-0.5,0.5)の多 項式 の根 であ
るか ら ω1.1;1,と なる。中立型 のチ ェー ンの近似解 は ω。,hから




となる。一般 的に はω。,hと(11)からつ ぎのよ うに近 似 され る。
・一 ÷1・glω ・,・1+j(・h・+・ ・g(ω・;h))(13)
(13)の近似解 はδ(μ)の 係数 を持 つ多項式の根か ら求 め られた。 δ(μ)の μに関 する係数
は(3)の 定義式 よ り行列A.、 の固有値 を表 して いる。
傾 きが負 であ る遅 れ型 のチ ェー ンは,多 項式 の根 のωi,hi=1,2,・ ・と凸多角形 の辺 の
傾 きが チェー ンの近 似値 を決 定す る。傾 きを順 にm,,i=1,2,・ ・とすると,遅 れ型のチェー
ンは(14)の近似値 を もっ。
fR(s)=8十ω、,he・h/m・(14)
Fig.1の例 ではω1,1=1,Ml=-1で あ るか ら,fR(s)=s+μとな る。
snの係数 がn+1個,す な わ ち係数 行列 のsの 最高 次数 の部 分 がす べ て埋 ま って いれば,
ω。,hはn個解 を持 つので中立型 のチ ェー ンはn対 となる。 この ことはA.1が フル ラ ンクを持
つな らば,中 立型 チ ェー ンをn対 もち,遅 れ型 チェー ンを1対 ももたない ことにな る。A.rが
フル ラ ンクを もたなければA,の ラ ンクによ って遅 れ型 チ ェー ンが存在す るか も知 れな い。係
数行 列 にお いて傾 きを持つ辺 があ るな らば,根 ω、,、の数 だ け遅 れ型 の チ ェー ンを持つ こ とに

















一 π<argf(λ)≦ 一 π/3
ステ ップ1:探 索す る領域(通 常 長方形)と メ ッシュに分割数を選択す る。
ステ ップ2:領 域周囲 のメ ッシュポイ ン トの イ ンデ ックスを変化す る組だ けをメモ リす る。
ステ ップ3:メ モ リした組 を λ1,λ2とし,領 域の内側 に2点 λ3,λ、を選 び,λ3,λ 、の
イ ンデ ックスを計算す る。
ステ ップ4:も しNf(λ3)かNf(λ4)どち らかがNf(λi)とNf(λ、)の両 方 と もと異 な れ
ば,そ の三角形 の中に極 が存在 す る。存在す る三角形がわかれば,そ の重心を初期値 に して収
束計 算を行 えばよい。 そ うでなければ,λ3,λ 、のどち らかを λ1,λ、の どち らか と入 れ替 え,
さらに内側 のメ ッシュポイ ン トを第4の 点 として イ ンデ ックスを計 算 しアル ゴ リズ ムを続 け
る。
この アルゴ リズムは碁盤 の 目を外側か ら内側 に探索 して い くことになる。す べてのメ ッシュ
ポイ ン トを計算す る こと と違 い,比 較的早 く極 を探索す ることがで きるが,メ ッシュの分割 を
多 くす ると時間 がかか り,効 率よ く計算す るためには経験が必要 にな る。
複素平 面の極 を探索 す るために は,ま ず,原 点か ら遠 い部分での近似解 を求 め,チ ェー ンを
なす極 を求め る。 チェー ンの形 か ら極 の存在す る範囲が大 まか にわか った後,メ ッシュに分割
す る領域 を うま く定 める。 このよ うに して,微 分差分方程式で記述 された中立型 むだ時間系 の
複素平面 の極 が計算 される。
原点近 傍の極 の探索 にはまだ問題が あ り,ひ とつ は指定 した領域 の中のすべての極が見つか っ
た とい う保証 はどこにあるか。 更 に,指 定 した領域 の外 には未発見の極が存在 しないのか,な
どがあげ られ る。安定性 を判 別す るとい うの面か らも,特 に右半平面 の極 はすべて見つけたい。
す べての極 を探索で きたか どうかの検証 は難 しいが,複 素関数の周回積分 の手法 を用 い ること
によ り,あ る半径 内の極 の数 を確認す る ことはで きる(%
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6.数 値 例 題










































この例題 のA-,とA,の 行列 の ランクはそれぞれrank(A仁,)=2,rank(A,)=4とな るた
あ中立型 チ ェー ンは2対,遅 れ型 チェー ンも2対 存在 す ることが分か る。A-,の固有値を 計算
す ると{0.5,0.1,0,0}なので2対 のチェー ンの漸近線 はいずれ も左半平面 に あ るこ とが
分か る。










1 一 〇 .6 0.05
一1 一1
.4 LO5 一 〇 .1






0 1 2 3 4μ
Fig.2係 数 行 列
Fig.2の係数行列 をみて も,4章 の議論か らも中立型 チ ェー ンは2対,遅 れ型 チ ェー ン も2





とな る。 また傾 きはm、=-1で ある。遅 れ型 チ ェー ンの重根 が どのよ うな結 果 を もた らす か




近似 関数 は3つ であ るので,近 似解 の式(10)(11)に代入 し,適 当な数 だけ初期値を求 める。
















































































































虚軸 に平行 な中立型 チ ェー ンが2対,遅 れ型 チェー ンが1対 ある ことがわ か る。Fig.3を 初
期値 と して ニ ュー トン法 で求 めた極 をFig.4に示 す。Fig.3と4を 見比べ るとほぼ近 似解 が
真値 に近 い値 である ことがわか る。5章 の方法を用 いて求 めた最終 的な極 配置 をFig.5に 示
10
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す。Fig.4と違 い,原 点 や実軸近傍 の極 が計算 されて いる。 複素 閉右 半 平面 に極 が存 在 す る
ので,こ の システムは不安 定であ ることがわか る。Fig.5の遅 れ型チェー ンに注 目す るとチェー
ンが2対 あ り,そ れ らが漸近 して1対 にな って いることがわか る。1対 にな ってい くの は近似
解 を求め る際 に,ω1.hが重根 であ ったためであ る。数値計算 を始 め る前 に,こ の シス テムの
チ ェー ンの数が あ らか じめわか っていたので,遅 れ型チ ェー ンの近傍 も5章 の方法 を用 いて探
索 した。 この よ うに無限次元系 の極 を効率 よ く計算す るため には,そ のシステムが持 つ極 の特
































































7.お わ り に
中立型むだ時間系の極を計算する方法を提案 した。特性関数の係数を求めるためにファデー
フの方法を用いたが,数式処理言語を用 いて も同様の ことは可能である。 しか しシステムの構
造を理解する上ではファデーフの方法も有用であると考えられる。収束計算の初期値を求める
方法として,原 点から遠い部分は近似解を用い,原点近傍はメッシュに分割 して探索を行った。
本論文では入力のないオー トノマスな中立型むだ時間系を扱 ったが,最適 レギュレータの極
が8と μの2変 数多項式で表されることから7),本論文の手法を用いて最適 レギュレータの閉
ループ系の極も計算で きる。
なお本研究は明治大学科学技術研究所個人研究によった。
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